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摘 要

在非线性演化方程的广 义 �������� 结构之研 究中
，
对 �������� 算 子 的 研

究是其重要的一个方面
。

本 文构造 了若干种关于 未知函数向量非线性的矩阵微分算

子
，
基于 ���

，
����的代数理论

，
研完 了这些算子的 ������

� � 性
，
并得到 了它 们

为 �������� 算子的关于其 系数的代数条件
，
继而从所得的关系式出发

，
讨论 了各

种特殊情形
，
且举例说明 了上述非平凡关于未知函数向量非线性的 ��������

算子

的存在性
。

关键词
�
拒阵微分算子

，
李代数

，
������

� � 算子
， “ 一

非线性算子
，
系数条件

。

一
、

前 言

在文献 〔�〕中，
��二 、 中�� 二 和 旦。 �巾盆昌

� 从一般李代数�和左�模��
，

��出发
，
详细

刻画了与 �“ ����
“ ” ������������算子相关的代数结构

，
特别是气无限维情形下的 � “ ����� ”

算子相关的形式变分学 ‘ ” 中的辛结构
，
在形式变分学中的辛结构之研究中

，
他们讨论了矩阵

微分算 子 �
� 口�，� ，

即

��古�
。
一艺 �

�口占， 君〔 口 ‘ ， � 〔 � ���

其中�
。 口是微分算子

，
即

月�。
，

��

�
�口一 艺

� 。 岁，

‘ 留 �

� � �
‘ 一

皿�飞一 子 � ，
洲 七 月

、 �劣 �
���

是任意的指标集
，
� 是复数域�上记号 �此

‘ ’
�� 〔 �

，
�二 �

，
�
，
�

， …�的多元多项式

� �王���是向量场笼�
。

�
，
�

。 〔 通 ， � 〔 �� ，
口

‘
是只有有限个分量不为 零 的 向 量 场

。

�
。

按定义

本文 �马色�年 �月 ��口收至��
�
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。
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“�‘ ，一
�
�刁�

· “ 哎乙，�劣 万 。 万

所确定的卜形式 省之全体 �它包含了所有泛函的微分
〔 ‘ ’ �

。

定义 如果 � 。 刀
，

��
、

刀〔 ����� 。 ��声��关于
�� ��

。

�都是线性的
，
则称�是 � 一

线性算

子 � 否则称为 � 一
非线性算子

。

文献 〔�〕对几种特殊的 “ 一
线性算子求得了为������� �

算子的等价条件
，
这些条件都是明

显给出算子特�妇狗算子系数之关系式
。

通常在文献中出现的 ������� � 算子是 � 一
线性算子与

常系数算子
，
例如

，
文献 〔�，

�〕中出现的都是常系数算子 ，
文献阵

，
��中出现的是

“ 一
线性算子加

常系数算子
，
在 义献���中给出了一般

�
一

线性算子加常系数算子为�
�������

算子的一个定

性的等价描述�关于其系数的�
。

然而
，
对于非线性的情况

，
还没有一般定性的等价描述 �关

于其系数的 �
，
就是对特殊算子要得到其等价条件

，
往往也是不容易的

。

本文对几种特殊的

非线性情况进行了研究
，
得到 了等价条件

，
并利用这些条件具体构造了若干例子

，
从而也说

明了上述特殊的 � 一
非线性 �������� 算子的存在性

。

二
、

第一型料对称的 �一非线性算子

铆龄卜列计对 际的
“
非线性算子�

�

万 声� � 。 刀。 一乏
� 。 口。 �岁

’ ” �名乞
，’川 � 、

其中 � 、 。 》 � �叮 一 一芍
�

日
�

对每对��
，
刀�任�� �，

。
望” 表示

�
乞
。 ’
的

� 次乘幂
，
即��片

，’�
”
� 余同�

。

刀任�

只有有限个

���

拼 〔 �使 � 。 、 ，
非 零

，
�注及

对这种特殊形式的算子厅
一

计算其 �
远
��

�，
�����

， 。
��，， �

�
�之走义见文献��〕或下式��

�
�
��，，

八
�
�一乏

��
，

�“升
，�

� � �
�

� � � 、 “ ，

、
�

�瓦少冬
“ 卢 “、

�

王矛少
“ “

，儿
芝���

�芝
。

�斋�
“

烈�
一

云
一

�
’

�
” 《」‘ �

箭
“�

��
一
粤��

“ �，之

一
写
，’
一

’ �之
岁

’ ，‘
� “ �优

一
罗

�，�·
罗

’ �卜 」

劲�孚
一

。 ·�
。 �
二�

��，” �

�
�

省李
一 ，了 ·�

。 �
二�

��，‘

�
·“ �

一
、 �

一
。��

，，，” � �
�
一

俞�
·

�
�，才，�·

。 ，�·、、�二、 �，‘ 一 ’ ” �

���
经过进一步计算和 合主叶

�

�类项
，
��得

�

�
几· �

，

�“ �，” �，一戳��
··�

，

��

一
罗

’ ，卜 ’ ·、� ，，，·
九
��’
二�

�” ，�
� ，孟矛了�“ ， ��“ 刀二

· �公
〕 ’ “ �
协
，” ’‘ 一 ’ “�

‘ 。 ” ‘ 一 ‘ �
么
， ” ’‘ � ‘ � 。 �� 人 、 、 �刀。 ，才�留

’ ” 。
佑
，’ �” 一 ’ �

补
。 ” ’

�，
�”

” ‘ 一 ’ �
二
�’

��
�。
凡

“
尸

‘ “

叫” 侧

叮
’ ” 一 ’
心

’阴 一 “ ‘�� 、 � � “ 丫，了�
�“‘ ’

” �
�
‘， ’ “ 。
罗

’ “ 一 ’ �
升
，’ “

�����︼

十



若干子非线性�
������算子的等价条件 ���

一

合
� ‘川 一 ‘，�义，·� 。 �，。

�
。 ，一。�

��。 、 �· 。 、 �。
一 。，�

�
“ �”�

右甘口

�，曰
‘

九
�卫口

‘

九

‘、声万���

�
。 一 ，，。 、 。 ， 。

���
�
二、 ，

一
“
�
。 �
二�

��。 一

音��
汽，，。 。 �，�

�
。 �· 。�

��。 。，�·�、 �

一

一

合
” “ ，” “ � 。 ，，。

�
。 �· “
�
��·�，” · 。 、 �。 一 ”、��”�� ���

�注
�

如果 �� �
，
上式中有关 �

梦
’“ 一 “

的项不出现 �
。

在土式中交换 � 和 丫及 �
�
和 ��就可得到 �，， 。

��
�， ���的表达式

，
这样在等式

��。 �
���

，
�
�
�� �

，， 。

��
�，
��� 劫几

、 � 、 ，〔 �，
�卜�� 〔 减 ���

�注
�
这就是算子 � 为 �������� 算子的充要条件仁‘ ，�

。

两边比较含有 ���岁 的各项可得

，孟·，。 ，· ，
一

音
二。 几，， � 。 ，，

一 合
。 �，，，才

‘， 。 月

只口 � 、 �口�，。 ，
一�，，“ ，�，、 。

再 比较含有
�
抽
，” ” 一 ’ �二

，” ’‘ 一 ’ “么
�’�，�

�
�夕子拼�的各项 可街

���，，�，�，。 。
一�幼�。 刀�，�

· ，‘
�刀笋 拼�

巨口 � 、 �，万�。 � �

� ���刀�，， 。
�刀子 拼�

由������两式
�，
�

�

得

。 ，，，�，。 �

坦
。 、，。 ， 。 ，�，

里
‘ ，，，�，。 �

一
。 ，，，�，。 ，

�口子 ��

故 �，�，刀�，� ，
� � 廿� 、

刀
、
下

、
几

、 “ 〔 �刀笋拼

最后 �匕较含有
�
���

’ “ 一 ‘ �
二
，” ” 一 ’ “

么
‘ ’���

�
�刀� “ �目��。分

’ “ ” 一 ’ �
梦

’�，�
�

的各项闰
�

得

���

���

�����
，

省�、 。 刀一

音
仇��一 ‘ ，�几，已�一，一�幼

�。 口。 ，，，一

合
二��一 ‘ ，�之，刀�， 。 ，

又

于是

故

综上所述我们有

。 � 。 �。 ，�月

里
。 。 ，， 。 。 �刀

塑
�，，，�，办

一
� �，，�，。 ，

。 ，，，。 。 、 。

一
。 。 ，

刀。 ，�，

四
一 ���，�万。 ，一��，，。 ，。 ，

。 ，，，。 ， 。 ，

一
。 ，，，。 。 ，月

迪些迎
一 。 �，月�口。 ，

〔�用�一脚���一 ��」���，�，。 ，一�

�人，刀�刀。 ，一 � 劫� 、

刀
、
护

、
又〔 �

�久护

反之
，
当���式成立时

，

沁，� ，
� � 劫� 、

刀
、 ，、

兄
、 “ 〔 �

���

由���式易知���式成立
，
于是可得

定理 � 形如���的斜对称矩阵微分算子 �
� 习

，
� � 为 �“ ������

算子的充要条件是 等 式

���成立
。

例 � 设 �有限或可列
，
无妨设 ����

，
�， …��》 。 或 �一 ��

，
一

�，� ��二�

兮� 、

刀〔 � 令 � 。 刀，‘
��

〔�� �一 ��“ 〕��� �一 ��” 〕 〔�一 �一 ��“ 〕�����一��刀������
·
��刀���“ � �《 户《 ���

，

刀�

拼����
，

刀�
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其中�
、
�

、
�� �，�是三个任意的函数 ，

�� �� �、 � ��� �‘ 刀�‘ ���声”

也是任意的函数
。

易知 � 。 ，，
� 一勺

。 �，
并且当下列三个条件

�

① � 为奇数
， ②夕为奇数 ， ③ 拼为零或偶数

。

有一项成立时
，
就有 �。 ，�一 �

，
也即 汽，，

只有当 � 、

夕为零或偶数
，
且 “ 为奇数 时

，
才有可

能不为零
。

利用这一 草很容易得到���
，

因 此由定理 �知相应的算子月
�

夕�口
，

夕�

�
· ，一 属 〔，� ‘一 ” “ 〕 〔，� ‘一 ” ’ 〕�‘ 一 ‘一 ” “ 〕 ‘�‘�，一�‘夕，’

·

夕���夕�刀���“ ��二
�’ ” �工

，’ “ �
、

夕〔 �

�这里 �，
�》 ��是 �������� 算子

。 ·

当 �一 王�
，
�， …�� �》 �时，

特别取 ���
，
刀��� � 、

口〔 �得到 �������� 算子 �
�

�
。 ，一 乏 〔�� �一 ��“

拼 � �

〕����一 ��” 〕 〔�一 �一 ��“ 〕�����一��刀��

·
夕���夕�刀�����

�
二
�’ ” �
二
‘ ” � 、

刀〔 �

三
、

第二型针时称矩阵微分算子

考虑如下的斜阵对称矩微分算子�
�

�
。 ，一 �。 ，。一 艺 ��，

， �
二
。 ’ ”

�
、

口〔 � ���
� 》 �

其中 心，， 具有反称性
，
即心，，

一 一哪
口 ， ，

且对每对��
，
刀�〔 �� �，

只有有限个 召 〔 �和 ��。

使 �二，
，
非零

。

象二中一样计算此形式算子的 �
�。 ，
��，

，
����

�
几 了 丫 ‘” �， ” �，一 菩�

” �‘恩 ‘ ·‘一梦
” 一 ，�燕

·。· 。 ·
�
。 �· ” ��

�

音�只
��，

” “二
。 ’ ·

��
‘ �沮 ，� “�，·、 ��一 ‘ �

��
一

‘

艺 起�
，��

� 。 �二
。 ，‘
�
告，��卢，

��二
，， 、��

。 �· �
罗

，，一�，��

� 一尸 一�� ‘ 户 � � 奋 ，

一 ，，

买
， ，

【“ � ‘，·，、 ·。· ， �

音
�‘���·��

匡 ·�、 �
·�

。 �
二���

�，、 �、 �

�呈
，。 �

�刀

�
“ �“��一�

�严口弓�

口

��了、

习脚一一

“�，。 �
。 ，
�

合
��口

， 。 “�，
�
“�

。 �” “ �” �
�艺肠

攀�
�，����，，梦�

�
。 ，
�
令�

，�����，
， 。 二汾�

。
梦

，，。 ���

尸 ，尸 ‘ 自 �

艺︸艺︺十

�

� 艺
一 �� �
蒸卜

‘� ，，。，、 ·�
。 。
�

合
�‘� ，，·�夕。 ·�

，、 〕
·
二
。 ，
二，，，‘ �‘�

下面考虑后三项的系数



若干示非线性�
������� 算子的等价条件 ���

一— 一

一
几

�
�

一一
��

�一�
�

一
一 �

一
一

�

一 �
�

�

一�一��一�

一
�一 一

—一第二项系数
壁恩革以

· “一�二 �

扣
尸
二 “·
������

’ ·

·
第三项系数

些图�协
，十 �
�����

�·�
。 ，�

省
一

�，十 ��·�
�

第四项系数
坚�履

�
烈��

“ � ‘，·，汾 ·声二 �

�
�‘� ，，·

，·�
�

�
里

��
·，。 ’ ·

�，
。 ·�渭〕

·
�
。 �
二留

’ ‘

� � �� � �，
才杂 �

一烈卜
‘� ‘ ，·，汾 ��

。 ，
�

着
�‘� ‘，��，， 。 �汾�

。
仁
。 ’ ‘ “
铲

’ ‘

月翻 �奋 �

�
、�

�
�、�

�

，����� �

�艺 艺 艺
�奋 � � � �

�。 ���。 �六
‘ 。 ��

。 �
粤�

、 � ��。 穿���
� 。 �六

，

‘

于是
��一 “ �，”�，一只��

“一”一 �

合
·伙一 “一

�
” ���

�
刁【菩�

·，一声
二 �

奋
“尸

�· “一� �·，… ”一� ·，�刀·“�
， ·

��
·�

。 ’” �”�

�艺 艺 干艺�
。 、�，�。 。 �

�
粤

。 �，
�。 �

�
，，� �，� ����。 �。 �

。 ，

�� � 、 卢 、 ‘

�

专
�，� ，，“ 叹

·，�，���‘

�
� 一 �

十 艺�
�。 � ‘ ，“ ，九’ “黔

�毛
�

�

‘。 � ，，·，�。 ·“六‘

」�
·，。 ’ ·“ �” �� 烈卜

‘� ‘，·‘“ �·孙二

�
， ， ， � 、 。

十万 叹不十 ��“ 又”

� �
考》 �

，， 。 �、 �
。
�
。 �� �、 �，” � ”�

����

廷墓�
，、 � 。
�����乏 �

，，，。
���。几

�’
�
����艺艺 �，、 � 。

��� ��“毛
�
少
�
�
�
�
�

� � 》 �

�
属 “ 几�· ‘刀

， “ ， �， ‘ ’“罗” “
罗” “ ���

�， �� �

由于����式关于 �
�、
�
�

对称
，
故只需交换����式中的 � 和 护就可得到 ��， 。

���
，
���的 表 达

式
。

注意����式中四大项的独立性及后三项中许多分项的独立性
，
比较等式 ��� 两边相同项

的系数就可知道等式���等价于下列四个等式
�

第一个等式是 �
，， 。
一�

，。 �

由 �二，
。
的反称性知此式即为

烈“ 、�”��二 � “
�
，·，��

�· � “ 乙
，，��

�· ’一 ” 犷久
、
夕

、 � 〔 � ����

第二个等式是 �
，� 。
���一�

，。 ，
��� 廿

� 〔 �

同样由 �坏
，
的反称性知此式即为

菩「‘�岌、 ，�毒
。 �

� �
�
， 。 ，�
声
��

��乙
�，�
丢

， �

�����长
� ��早

。 ，��
尽

。 �
�仑

�，� �已
，�
�夕

，，��

一
� 廿几

、
护

、 � 、 了 〔 �

�，，� 。
��� ��二�，。 ，

��， �� 犷�〔 �户》 �
����

第三个等式是

同理此式即为
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艺��
�飞

�

刀�召
。
� �半

。 声��
， �

��土
，刀�另

，�
�� ��� ����肚

‘ �兮
。 ，� �

总
’ �旦

�，

� 。 ����
�。 �

「

对�〕 �艺 �、 � �������
�。
二

� � 。 ����
‘ 。 �����

。 � 。 �六
�。 ��

叼
�

一
。

廿几
、
�

、 �
、 � 〔 � �，�� ����

第四个等式是

同理此式即为

���
， 。

�刀
， 拼� �， ����

，。 ，

�刀
， �� �，

�� 廿口
、
拼 〔 �刀头 拼 �、

���

��� ����丈粼
��

口 ，
� �
姿粼

�咨
，，，
� �二渭�海

� �

�� ��� ����览东
’ ��

，。 刀

十叮粼���
，，�心粼弓

�

刀�一�

廿几
、
下

、
� 、

刀
、
声‘ 〔 � 刀铸 召 � 、

���

于是我们可以得到下列结论
�

����

定理 � 形如���的斜对称矩阵微分算子

���一���成立
。

当�
� ，一 艺 艺

�七，
，，�沁

� ’ ” � 、

�
�

口� � 为 �������� 算子的充要条件 是 等 式

刀〔 �时
，
等式����就变成

艺�
�仪

，，�
声

。 �

� �
�

。 ，�去
，�

� �工
，，�二

� �

�� � 犷几
、
甘

、 � 、 � 〔 �
夕

这说明此时谧此 ， �是一个李代数的一组构造常数
。

于是如令 �一 ��
。

�� 〔 ��
，

域�上张成的线性空间 �
。
���

，
在 � 上定义一个双线性

一

二元运算如下
�

� 。 ��，�艺
�乙，

，‘� ，�

则 ‘�
，
黔是一个李代数

。

����

� 为 � 在复 数

����

特别 当 �
。
刀一艺

�
饰

，
�艺 此 刀，

此
。 ’ �

、

刀〔 � ����

时
，
等式���

，
���总成立

，
因此得到下列结论

�

推论 �
�

� 形如����的斜对称矩阵微分算子 � 为 �������� 算子 令�今等式 ���� 成 立
， �

几

‘�
， ， 》是一个李代数

。

例 � 取 ��闷 一 ��乙。
， � 〔 ��毗 刀 �是一组李结构常数

，
即满足����式

，
则由推论 �

�

�知形如

����的算子 � 是 �������� 算子
。

更特别 当 �
。 ，�艺

�二刀
，�
工
。 ’ � 、

����式总成立
，
故有

刀〔 � ����

时
，

推论

数
。

�
�

� 形如����的斜对称矩阵微分算子 � 为 �������� 算子 ��乡 ��
，
粉 是一个李 代

这个结论在文献��〕中得到过
，
其中之算子�是一个 “ 一

线性的算子
。

另外
，
当 �

。 ，一 乏 艺 此 ，声�
‘ “ ’ ” � 、

刀〔 � ����

时
，
等式���

，
���总成立

，
����式变成

习 �、 � �����、 �。 �����， � 。 �二
�。
二

叼
� 。 �，��】 。 尹���

�
�一 。 分 、 、 ，、 。 、

� 。 ， ，》 � ��。 �
� 二 �

因此由定理 �可得
�

推论 �
�

�

立
。

形如 ����的斜对称矩阵微分算子 � 为 �������� 算子�片合等式 ����和����成



若干子非线性�
������� 算子的等价条件

特别地当 � 、 一习 心 ，声黔
， � 、

口〔 � 。 �� ����

时
，
如果 �》 �且 爷�� 一 �����

，
则����恒成立

，

如果 ���� 一 �
，
此时 �只能取 。 一 ���

��
，
等式����变成

�叹
， ��甲

� �

� �勺
。 「�甲，

�

��罗
��
��

� �

一 。
·

�又
、 ，、 � 、 � 〔 � ����

另易知等式����等价于
�叹

�，�罗
。 ，百
��俘

。 ，�留
，，� �梦，，�罗

�，�
�� �几

、
�

、 � 、

刀
、
月〔 �夕笋 拌 ����

����和����两式即为
��

�，�男
� ，
��军

���胃
，，
� ��

，，�署
�，
一� �久

、 ，、 � 、

刀
、
拌〔 � ����

于是由推论 �
�

�得

推论 �
�

� 形如����的料对称矩阵微分算子 � 为 �������
�
算子�七乡等式����成立

。

例 � 设 �一��
，
�

， … ， �����
，
取 ��刀，

谊

一 �����一��刀��夕�“ � � 、

刀
、
拼 〔 �其 中�

、
夕� �

��是任意的函数
。

显然 �口 ，，‘
一 一心

。 。 ，
并且 �之

、 � 、

刀
、
�

、
拼〔 �有

�二 ，�，· ， ���一 ，�，�。
��。 ，，�，， 。

� ���几�一�������夕����刀�一�����夕�“ �

� �����一�������刀����刀�一��泥����拌�� �����一��之����刀����刀�

一�������“ �一�
�

��刀���拌���

因此由推论 �
�

�和 �
�

�知相应的算子�
�

�
。 ，一 艺 �����一��刀��夕�拼�

。
盆
�” � 、

口〔 � 二��

是 �������� 算子
，
当 。 ��时

，
算子 � 是 。 一非线性的

。

四
、

第三型矩阵微分算子

考虑如下的矩降微分算子�
�

。 。 ，一 艺�
。 。 刀

二。 �
� 、 。 ，，�。 ，上

李、 。 、

夕。 ，
，‘�� 、 �汤 �

����

其中 �
。 ，。
��

，，，，
� �，。 。 ，

且对每对��
，

夕�〔 �� �只有有限个 “ 〔 �使 � 。 刀，
非 零

， �，左 、
�
， 〔 �

拌〔 �

易知当 久
‘

���产
�

时 算子�斜对称
，
此时算子�有如下形式

�一 落�一
，

去
“ 娜�一

，� “ ，

丢�� 、

刀〔 � ����

现讨论较简单的情形
，
取 �

，‘
一毗

” ����
，
此时 �子‘

一气
‘ ’一 ��� “ ’“ 一 ’

毗
‘ ’，

这样得 到 。 一 非 线性

斜对称矩阵微分算子�
�

�
。 ，一 艺�

二
。 刀，·�。 �

一�
��� �

。 �，�

一去�� 、

夕〔 � ��� ����

同前先计算 � 的 �，。 ，�

��
，， ���

，
然后比较等式���

。

通过计算和同类项的合并 可 以 得

到
�

�人· ，
�” �， ”�，一轰�【一�一，，一

，
一

，‘·
留

’ ” 一 ’ ·
公

’·罗
’ ” 一 ‘ ·

公
’
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� 。 ��。 一 ‘，�又·，。 口· 。 ·、 》 ”

一 “
�
。 �”

一 。
�
���� 。 ��几，，。 ，。 � 。 、 �” 一 。�

。 》

一
�
�
��

�
” � ”�

�

�
。 �。 一 ‘，�之 ，�刀

· 。 、 �’

一 。 、 �。
�
。 �· � �幼 ，�刀�刀。 ，�。，�

一
。
�
。 �

一
“
�
��

� ” �

一
厅�尸一 “

罗
�

一
。
�
。 》

一
。
�
飞�一

合
。 �。 ，，，月� 。 ��。

�
‘。 �

一
“
�
��。 、 �

一

乡
·�卜 ‘，�之。 ，名

一
刀·
�
。 �
二、

�

一小
�、����一

，刀�。 口 ，·
���

�

一�
。 �·

一奋
” �

，刀。 �一 ，。
�
。 �· 。 、 �

一 �
“ �‘�����

���
之，，�，· ，‘ 。 、 �

一
。
�
��

一
�
�
��

一

专
。 �一，，�· 。 』

刀��
。 �

一
。
�
���·
�
�

一合
，��人，，

�
。 �，月。�

。 �

一
。
�
���、 ，

一

丹‘

亨月、尹马上��
��‘“

，�����
一

合
�

，，，
二

飞�刀·‘一 ‘，·�
。 �
二�

。 �

一
、 ��

合
·�一 ‘��只刀，

�
· ，，�‘
�
。 �
二、 �

一、 �

�

�
，�

几，，�，。 。 。 、 �

一
“
�
。 �

一
。 �

人，，‘。 。 �，��一
�、 �

一

�

合
一‘�刀，‘

�
· 、，�·
�
‘。 �
一�、 �

一�
“、��‘、���合

·�，，，·， 。 ，。
�
。 �
二、 �

一 ” 、��” �� ����

在上式中交换指标 ，、 � 和 �
，、

�
�

就可得到 �，。 ，
��

�， ���的表达式
。

现由这种表达式出发考

虑等式���的等价条件
。

先比较含有 吼
�’����的各项系数可得

艺
���，�刀�，。 ，“

罗
’ ” 一 ’ �习

” ��，。 刀�，，，，‘ 、
罗

’ ” 一 ’

夕 声

这等价于
���刀�，。 ，

� �，。 ，�，�， ，进 �兄
、
丫

、 �
、

刀
、
拼 〔 � ����

再比较含 �
，�梦

’
的各项系数可得

艺�
�。 、 �，�。 。 ，‘ 。

罗
，

一
。
二
。 ，·

声 尸 、 奋
。 �

人。 ，。 一刀“二
“ ’ ” 。
罗

，一 ‘ 一 艺粤
�、 �，，‘�口 ，，。

么
�，· �
���

�
一

‘

岁
，料 乙

这等价于
� 、 。�刀

。 。 �
� ，” 产名� · � ” 一万

� ，” “ � · 下 ”

，一��曰

又 ��，�一�，。 。 ，
故上式即为

���刀�，。 ，
� � 。 。 ，�，，，�

�只
、 ，、 � 、

口
、
拌 〔 � ����

我们说等式���成立的充要条件为���
，
���成立

。

上已证了必要性
，
下面证明其充分性

。

设���
，
���两式成立

，
为证 �，。 ，

��
�， ���关于 � 、

�和 �，
、
��对称

，
只 须 验 证 ����

、

人，�、‘ ’ 、 ���、�’ 、 �气，’
�、‘ ’ 的系数相等即可 。

显然
，
����的系数相等�‘ 势 ����成立

，
���铲

’
的系数相等�‘ 乡 ����成 立

，
因 此 ����

、

�，�铲
’
的系数相等没问题

。

考虑 拭
‘ ’�梦

’
的每项系数

。

由于

， ， ， ， �

�
， ， 、 �

， ， �， � �

� � � 、
气

。 “ 飞· ”� ” · “
一 “ 又” ，才� � ， ” �丁

� “ ，‘� 。 · 飞， ”
�一铲

‘ �，“ ” “ 】 ”
一 “ “ “ ” “ � · ” 一 百

“ ’ ” ，魂 “ ， · ”�

一�
�，，�，。 ，

一�
�，，� 。 ，，一�

，。 ，�，
，，
���，

。 � 。 。 ，

�



若干示非线性 ��������
算子的等价条件 ���

��
、 ，，�，

。 ，一 � 。 ，，�，
�，一�

�。 ，�，
， ，
��，二 ，�，

，，

鲤、 ，�，，、 ，。 。
一 。 、 �刀、 口。 ，

一 、 ，。 ，‘ ，，，
� 。 ，。 ，�，，，

一 。 �，，、 ，。 ，，
一 。 。 ，，、 ，�

� 。

鲤
。

故 拭
，’
从

，’
的系数是相等的

。

下面考虑 气从
，’
的系数

。

先考虑含 嵘
“ ’ �

心
’ “ 一 “ 。

梦
’
的各项

由于 �
一

，，�，。 ， 一

合
�，，� 。 。 ，，

�
一

�
一

合
�孟，

，�， 。 ，�

合
�
浇，，
�二，

�
一 。 ，�，，�，。 ，月 一

合
�
几·， 。 。 ·，一

合
�
几，，“ 二，

一 。 ，飞，，�，。 。
一 。 。 ，，、 ，，，‘

鲤
。

故含有嵘
�’ “ �
留

’ ” 一 ��
梦

’
的系数相等

。

再考虑含 �
罗” 一 ’ �

乞
。 ’ ” 一 ’ �

二
，’
的各项

，
由于

�
。 几，，�，· ，

�一
，，�，· ，‘ 一

奋
孟，，
二

�

小�
�孟

·，·，，，一

合
“ 几，， “ 二 ，�

合
‘ ，，，

�二，

�

一
，�，，·，· ，

�·， 。，，�月
· ，‘
一

合
·，，，

二
，刀一 �·

，一 �

一
�·，

，，�
一

奋
孟，，

…，

一��
，，，�，。 ，一 ��。 ，�，， ，�

�� �，�，�，口 ，
一 ��，，谊� 。 ，，一 �� ，，�，，，

鲤
�，，，�，

。 ，
一 。 ，，。 � 。 ，，一 。 。 ，，�，，。

一 。 ，，，�，
。 ， 一 。 。 ，， ‘ ，，，鲤

。

因此含有 �
罗

’ ” 一 ’
呱

“ ” 一 ’
嵘

，’
的系数也相等

。

从而 ��从
，’
的系数是相等的

。

综上所述
，
我们可以得到如下定理

�

定理 � 形如��” ，
即下列形式的万

一非线性斜对称矩阵微分算子�
�

�
· 。 ，�艺�…

，。 ·
�
。 �

一�
��� �一

，‘ ·
�
。 �·

去�
一
粤��一去

·，，· �

一
�
。 �·

去�
� 、 ，。 ‘

�其中 ���
，
�

。 ，，
�� 。 ，，

��，。 ，，
且对每对��

，
夕�〔 �� �只有有限个 拼〔 �使 �。 ，，

非零 �为

�������� 算子的充要条件是等式���
，
���成立

，
即

�，，，�，。 ，
��，。 ，�，，，

�几
、
夕

、 � 、

夕
、 “ 〔 �

�，，，�，
。 ，
�� 。 ，，�，

，�
�几

、
护

、 � 、

夕
、 “ 〔 �

下面讨论 � 。 ，，‘

反称和对称的两种特殊情况
。

当 � 。 ，，
反称时即 � 。 ，，

� 一 �，。 ，
时

，
����式始终成立

，
又

。 ，， ，�，。 ，
鲤里

‘ ，。 。�，， ，
� 一� 。 �，�，， 。

哩
一 � 。 ，，�，，，

� �， �月�夕入邵

�，，，�，。 。
��

鲤
。 �，，�，。 ，

� 一 ��，，�，。 ，

故

这就是等式���
，
反之一旦有���式就有����

。

因此这时算子 � 为 ��������
算子令争 等式

���成立
。

这是定理 �当 二 一 �时的特殊情况
。

当 � 。 ，，
对称时即 � 。 ，，

一 �，。 。
时

，
����就是����

，
故有

推论 �
�

� 下列形式的斜对称矩阵微分算子�
�
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�
· 。 一
罩二

�
，

�去
·
�
。 �· � ·叨

�·

丢��
、

刀〔 � ����

�其中 ���
， ��，，，‘一 �，。 ，

且对每 对 ��
，

�������� 算子 �卜�等式�����戈立
，
即

� 几飞
� 。 �了。

一 。 �。
沁，、 ���

�兄
、

刀� 〔 �� �只有 有 限 个 拌 〔 �使 ��刀。
非 露 �为

下
、 � 、

刀
、
拼 〔 �

例 � 设 �有限
，
取 ����

， �
，
一

， ，，�
�

，，���
。

令 � 。 刀，�
一������刀�令�群� � 、

刀
、
拼任�其中 �

、
�� �” � 是任意函数

。

由于 � 。 ，，名

对称

足����
，
故由推论 �

�

�知下列算子�
�

“ · ，一
，

客
、 。 �·�，�“ ，。 ‘，�，�公

�咨
�
。 �· � ·，。 �·

去�
� 、 “ 〔 ‘

且满

����

�其 �卜。 ���是 �������� 算子
。

特别地
，
当①� 。 。 。

� �子 �� ②� 。 。 一 ��� ��
“
�夕� ��

‘ �〔 � � ③� 。 。 ，
� ��� ��

壳
�刀���

‘ ·

�拼� ��
‘
�

、
�〔 �

时
，
相应的形如����的算子都是 ������� � 算子

。

��
，

�
、 � ， 、 � �

，

�
， � ，

一 �
， ， � ， ， ， � ， �

� �
二 二

�
�

�
�

� 、 ‘

更特别地
，

当 。 一 � 时① 的情形给出 ��������
算子 � 一 �万冬

月

护 ���
·�

安丁 �
��� 笋 。 �

人
’ ‘ ’」�� ”

吧
’
习 “ ’

一
“ “ ”

胃 曰
’曰 尸夕 ‘ 曰 山

‘

一 一
’ ‘ ’ “ 一 “ 少，一 � � � 一

�� 一
’

一 �� ” � 一
‘ ” ’

当 。 一 �时
，
这个算子 � 也是 �������

�
算子

，
这在文献口

，
�

，
�〕中已分别得证过，

此 时

算子�是
“ 一线性算子

。

一般地当 。 一 �时
，
形如����的算子 �是 � 一

线性的
，
它的��������

性已讨论过
‘ ” ，

但其系数关系式与万
一
非线性的情形即 。 ��时不同

，

这说明线性和非线性情

形之间存在着本质的差别
。
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